ЭЛ Е М Е Н Т Ы
Т Е О Р И И
Ф О Р М А Л Ь Н Ы Х
 Я З Ы К О В
И
Г РА М М АТ И К
Основные понятия и определения
Определение: алфавит - это конечное множество символов.

Предполагается, что термин "символ" имеет достаточно ясный интуитивный смысл и не нуждается в дальнейшем уточнении.

Определение: цепочкой символов в алфавите V называется любая конечная последовательность символов этого алфавита.

Определение: цепочка, которая не содержит ни одного символа, называется

пустой цепочкой. Для ее обозначения будем использовать символ .

Определение: если  и  - цепочки, то цепочка  называется конкатенацией (или сцеплением) цепочек  и .

Например, если  = ab и  = cd, то  = abcd.

Для любой цепочки  всегда  =  = .
Определение:  n-ой  степенью  цепочки   будем  обозначать  n)  называется конкатенация n цепочек 
0 = ; n = n-1 = n-1.

Определение: длина цепочки - это число составляющих ее символов.

Например, если  = abcdefg, то длина  равна 7.

Длину цепочки  будем обозначать |  |. Длина  равна 0.

Определение: язык в алфавите V - это подмножество цепочек конечной длины в этом алфавите.

Определение: обозначим через V*  множество, содержащее все цепочки в алфавите V, включая пустую цепочку .

Например, если V={0,1}, то V* = {, 0, 1, 00, 11, 01, 10, 000, 001, 011, ...}.

Определение: обозначим через V+  множество, содержащее все цепочки в алфавите V, исключая пустую цепочку .

Следовательно, V* = V+  {.

Ясно, что каждый язык в алфавите V является подмножеством множества V*.

Известно несколько различных способов описания языков [3]. Один из них использует порождающие грамматики. Именно этот способ описания языков чаще всего будет использоваться нами в дальнейшем.

Определение: декартовым произведением A  B множеств A и B называется множество {(a,b) | a  A, b  B}.

где


Определение: порождающая  грамматика  G - это  четверка  (VT, VN, P, S),

VT - алфавит терминальных символов (терминалов),

VN - алфавит нетерминальных символов (нетерминалов), не пересекающийся с VT,

P - конечное подмножество множества (VT  VN)+  (VT  VN)*; элемент (,

) множества P называется правилом вывода и записывается в виде   , S - начальный символ грамматики, S  VN.

Для записи правил вывода с одинаковыми левыми частями

  1
  2   ...    n
будем пользоваться сокращенной записью

  1 | 2 |...| n.
Каждое i  , i= 1, 2, ... ,n , будем называть альтернативой правила вывода из цепочки .

Пример грамматики: где P состоит из правил


G1 = ({0,1}, {A,S}, P, S), S  0A1

0A  00A1

A  

Определение: цепочка   (VT  VN)* непосредственно выводима из цепочки

  (VT  VN)+ в грамматике G = (VT, VN, P, S) (обозначим   ), если  = 12, 
= 12, где 1, 2,   (VT  VN)*,   (VT  VN)+ и правило вывода    содержится в P.

Например, цепочка 00A11 непосредственно выводима из 0A1 в грамматике G1.

Определение:
цепочка
 
 
(VT
 
VN)*
выводима
из
цепочки

  (VT  VN)+ в грамматике G = (VT, VN, P, S) (обозначим   ), если существуют цепочки 0, 1, ... , n (n0), такие, что  = 0  1  ...  n= .

Определение: последовательность 0, 1, ... , n называется выводом длины n.

Например, S  000A111 в грамматике G1 (см. пример выше), т.к. существует

вывод S  0A1  00A11  000A111. Длина вывода равна 3.

Определение:  языком,  порождаемым  грамматикой  G  =  (VT,  VN,  P,  S), называется множество L(G)={  VT* | S  }.

Другими словами, L(G) - это все цепочки в алфавите VT, которые выводимы из

S с помощью P.

Например, L(G1) = {0n1n | n>0}.

Определение:  цепочка     (VT    VN)*,  для  которой  S    ,  называется

сентенциальной формой в грамматике G = (VT, VN, P, S).

Таким  образом,  язык,  порождаемый  грамматикой,  можно  определить  как множество терминальных сентенциальных форм.

L(G2).


Определение: грамматики G1 и G2 называются эквивалентными, если L(G1) =

Например, G1 = ({0,1}, {A,S}, P1, S) и G2 = ({0,1}, {S}, P2, S), где

P1:
S  0A1
P2:
S  0S1 | 01 0A  00A1

A  
эквивалентны, т.к. обе порождают язык

L(G1) = L(G2) = {0n1n | n>0}.
Классификация грамматик и языков по Хомскому
(грамматики классифицируются по виду их правил вывода)
ТИП 0:
Грамматика G  =  (VT,  VN,  P,  S)  называется грамматикой типа 0,  если  на правила вывода не накладывается никаких ограничений (кроме тех, которые указаны в определении грамматики).

ТИП 1:
Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется неукорачивающей грамматикой, если каждое правило из P имеет вид   , где   (VT  VN)+,   (VT  VN)+ и | 
|  |  |.

Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется контекстно-зависимой (КЗ), если каждое правило из P имеет вид   , где  = 1A2;  = 12; A  VN;   (VT  VN)+; 1,2  (VT  VN)*.

Грамматику типа 1 можно определить как неукорачивающую либо как контекстно-зависимую.

Выбор определения не влияет на множество языков, порождаемых грамматиками этого класса, поскольку доказано, что множество языков, порождаемых неукорачивающими грамматиками, совпадает с множеством языков, порождаемых КЗ-грамматиками.

ТИП 2:
Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется контекстно-свободной (КС), если каждое правило из Р имеет вид A  , где A  VN,   (VT  VN)*.

ТИП 3:
Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется праволинейной, если каждое правило из Р имеет вид A  tB либо A  t, где A  VN, B  VN, t  VT.

Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется леволинейной, если каждое правило из Р имеет вид A  Bt либо A  t, где A  VN, B  VN, t  VT.

Грамматику типа 3 (регулярную, Р-грамматику) можно определить как праволинейную либо как леволинейную.

Выбор определения не влияет на множество языков, порождаемых грамматиками этого класса, поскольку доказано, что множество языков, порождаемых праволинейными грамматиками, совпадает с множеством языков, порождаемых леволинейными грамматиками.

Определение: язык L(G) является языком типа k, если его можно описать грамматикой типа k.

Соотношения между типами языков:
(1) каждый регулярный язык является КС-языком, но существуют  КС-языки, которые не являются регулярными (например, L = {anbn | n>0}).

(2) каждый КС-язык является КЗ-языком, но существуют КЗ-языки, которые не являются КС-языками (например, L = {anbncn | n>0}).

(3) каждый КЗ-язык является языком типа 0.

Замечание: следует подчеркнуть, что если язык задан грамматикой типа k, то это не значит, что не существует грамматики типа k’ (k’>k), описывающей тот же язык. Поэтому, когда говорят о языке типа k, обычно имеют в виду максимально возможный номер k.

Например, КЗ-грамматика G1 = ({0,1}, {A,S}, P1, S) и КС-грамматика G2 = ({0,1}, {S}, P2, S), где

P1:
S  0A1
P2:
S  0S1 | 01 0A  00A1

A  
описывают один и тот же язык  L = L(G1) = L(G2) = { 0n1n  | n>0}. Язык L называют КС-языком, т.к. существует КС-грамматика, его описывающая. Но он не является регулярным языком ,т.к. не  существует регулярной грамматики, описывающей этот язык.
Примеры грамматик и языков.
Замечание: если при описании грамматики указаны только правила вывода Р, то   будем   считать,   что   большие  латинские  буквы   обозначают  нетерминальные символы, S – начальный символ грамматики, все остальные символы - терминальные.

1) Язык типа 0: L = {a2  bn  1 | n  1} G(L):
S  aaCFD
F  AFB | AB

AB  bBA Ab  bA AD  D

Cb  bC CB  C bCD  

2) Язык типа 2: L={цепочки из 0 и 1 с одинаковым числом 0 и 1} G(L):
S  ASB | AB
AB  BA

A  0

B  1

3) Язык типа 2: L = {(ac)n (cb)n | n > 0} G(L):
S  aQb | accb

Q  cSc

4) Язык типа 3: L = {  |   {a,b}+, где нет двух рядом стоящих а} G(L):
S  A | B

A  a | Ba

B  b | Bb | Ab

Преобразования грамматик
В некоторых случаях КС-грамматика может содержать недостижимые и бесплодные символы, которые не участвуют в порождении цепочек языка и поэтому могут быть удалены из грамматики.

Определение: символ x  (VT  VN) называется недостижимым в грамматике G = (VT, VN, P, S), если он не появляется ни в одной сентенциальной форме этой грамматики.

Алгоритм удаления недостижимых символов:
Вход: КС-грамматика G = (VT, VN, P, S)

Выход: КС-грамматика G’ = (VT’, VN’, P’, S), не содержащая недостижимых символов, для которой L(G) = L(G’).

Метод:

1. V0 = {S}; i = 1.

2. Vi = {x | x  (VT  VN), в P есть A  x и A  Vi-1}  Vi-1.

3. Если   Vi      Vi-1,   то   i  =   i+1  и   переходим  к  шагу  2,   иначе  VN’  = Vi   VN;  VT’ = Vi   VT; P’ состоит из правил множества P, содержащих только символы из Vi; G’ = (VT’, VN’, P’, S).

Определение: символ A  VN называется бесплодным в грамматике G = (VT, VN, P, S), если множество {   VT* | A  } пусто.

Алгоритм удаления бесплодных символов:
Вход: КС-грамматика G = (VT, VN, P, S).

Выход:  КС-грамматика  G’  =  (VT,  VN’,  P’,  S),  не  содержащая  бесплодных символов, для которой L(G) = L(G’).

Метод:

Рекурсивно строим множества N0, N1, ...

1. N0 = , i = 1.

2. Ni = {A | (A  )  P и   (Ni-1  VT)*}  Ni-1.

3. Если Ni   Ni-1,   то   i = i+1  и   переходим  к  шагу  2,   иначе VN’ = Ni; P’ состоит из правил множества P, содержащих только символы из VN’  VT;

G’ = (VT, VN’, P’, S).

Определение:  КС-грамматика  G  называется  приведенной,  если  в  ней  нет недостижимых и бесплодных символов.

Алгоритм приведения грамматики:

(1) обнаруживаются и удаляются все бесплодные нетерминалы.

(2) обнаруживаются и удаляются все недостижимые символы.

Удаление символов сопровождается удалением правил вывода, содержащих эти символы.

Замечание: если в этом алгоритме переставить шаги (1) и (2), то не всегда результатом будет приведенная грамматика.
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